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@ Motivacién
© Las expresiones regulares denotan lenguajes regulares

© Expresiones regulares para lenguajes regulares

@ Ejercicios
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Motivacion

@ Como sugiere la terminologia, la conexidn entre los lenguajes
regulares y las expresiones regulares es estrecha.
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Motivacion

@ Los dos conceptos son esencialmente los mismos; para cada lenguaje
regular hay una expresion regular, y para cada expresion regular hay
un lenguaje regular.
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Motivacion

@ Mostraremos esto en dos partes.
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r) es un lenguaje regular |

@ Primero mostramos que si r es una expresion regular, entonces L(r)
es un lenguaje regular.
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r) es un lenguaje regular |

@ Nuestra definicién dice que un lenguaje es regular si es aceptado por
algdn dfa.
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r) es un lenguaje regular |

@ Debido a la equivalencia de nfas y dfas, un lenguaje también es
regular si es aceptado por algin nfa.
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r) es un lenguaje regular |

@ Ahora demostramos que si tenemos una expresion regular r, podemos
construir un nfa que acepte L(r).
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es un lenguaje regular |

@ La construccién de esto se basa en la definicién recursiva de L(r).
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r) es un lenguaje regular |

@ Primero construimos autématas simples para las partes 1, 2 'y 3 de la
definicién de L(r), luego mostramos como se pueden combinar para
implementar las partes mas complicadas 4, 5y 7.
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L(r) es un lenguaje regular Il

Teorema 1

Sea r una expresion regular. Entonces existe algln aceptador finito no

determinista que acepta L(r). En consecuencia, L(r) es un lenguaje
regular.

Demostracion: Comenzamos con autématas que aceptan los lenguajes de
las expresiones regulares simples ), A y a € X.
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L(r) es un lenguaje regular Il

Teorema 1

Sea r una expresion regular. Entonces existe algln aceptador finito no

determinista que acepta L(r). En consecuencia, L(r) es un lenguaje
regular.

Demostracion: Comenzamos con autématas que aceptan los lenguajes de
las expresiones regulares simples ), A y a € X.

> 90 \/90\ A f (2 )

91 > 9o } a »@ |
U N/ \\ N
(b) (c)

Figura 1: (a) nfa que acepta (), (b) nfa que acepta {\}, (c) nfa que acepta {a}.
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r) es un lenguaje regular 11l

@ Suponga ahora que tenemos autématas M (r1) y M(re) que aceptan
lenguajes denotados por expresiones regulares r1 y 7o,
respectivamente.
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L(r) es un lenguaje regular Il

@ No necesitamos construir explicitamente estos autématas, pero
podemos representarlos esquemdaticamente, como en la Figura 2.

Figura 2: Representacién esquemdtica de un nfa que acepta L(r).
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L(r) es un lenguaje regular Il

@ En este esquema, el vértice del grafo a la izquierda representa el
estado inicial, el de la derecha el estado final.

M(r)

o N

Figura 2: Representacién esquemdtica de un nfa que acepta L(r).
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L(r) es un lenguaje regular Il

@ Afirmamos que para cada nfa hay uno equivalente con un solo estado
final, por lo que no perdemos nada al suponer que sélo hay un estado
final.

M(r)

s B\
*»\--)AJ\/\@’I

Figura 2: Representacién esquemdtica de un nfa que acepta L(r).
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r) es un lenguaje regular IV

e Con M(r1) y M(rz) representados de esta manera, luego construimos
autématas para las expresiones regulares 71 + 79, 172 y 7.
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es un lenguaje regular IV

@ Las construcciones se muestran en las Figuras 3 a 5.
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L(r) es un lenguaje regular IV

Figura 3: Autémata para L(r; + 72).
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L(r) es un lenguaje regular V

M(r,)
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Figura 4: Autémata para L(rirs).
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r) es un lenguaje regular VI

@ Como se indica en los dibujos, los estados inicial y final de las
maquinas constituyentes pierden su estatus y son reemplazados por
nuevos estados inicial y final.
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r) es un lenguaje regular VI

@ Al encadenar varios de estos pasos, podemos construir autématas
para expresiones regulares complejas arbitrarias.
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r) es un lenguaje regular VI

@ Debe quedar claro de la interpretaciéon de los grafos en las Figuras 3 a
5 que esta construccién funciona.
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r) es un lenguaje regular VI

@ Pero, para argumentar mas rigurosamente, procedemos por induccién
sobre los lenguajes que denotan los diferentes tipos de expresiones
regulares r.
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L(r) es un lenguaje regular (Casos base)

Casos base:
r = (): formalmente podemos escribir el autémata de la Figura 1(a)

como M@ = ({qOJQ1}7 2757 q0, {QI}) con 6(q07a) - (Z) y
d(q1,a) = (), para todo a € X. Por lo tanto, L(Mpy) = 0.
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L(r) es un lenguaje regular (Casos base)

Casos base:

r = A: formalmente podemos escribir el autémata de la Figura 1(b)

como M)\ = ({QO7q1}7 2757 q0, {ql}) con 6(q07)\) = {ql} y
d(q1,a) =0, para todo a € . Por lo tanto, L(M)) = {\}.
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L(r) es un lenguaje regular (Casos base)

Casos base:

r = a: formalmente podemos escribir el autémata de la Figura 1(c)
como My = ({q0, 91}, 2,6, o0, {q1}) con 6(qo, a) = {m} y
d(qo,b) = 0, para todo b € ¥ — {a}. Por lo tanto,

L(M,) = {a}.
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L(r) es un lenguaje regular (Hipdtesis de induccién)

Hipétesis de induccidn: Sean r; y ro expresiones regulares, como
hipdtesis de induccidon asumimos que existen nfas

My = (Qla 217517(]017 {Qfl})

My = (Q2, %2, 62,q0,, {41, })
tales que L(My) = L(r1) y L(Ms) = L(r2).
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L(r) es un lenguaje regular (r =y +13) |

Construyamos el autémata para la Figura 3

M = (Q1UQ2U{qo,qr}, X1UX2,6,q0,{qr})

donde § esta definida por:
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L(r) es un lenguaje regular (r =y +13) |

Construyamos el autémata para la Figura 3

M = (Q1UQ2U{qo,qr}, X1UX2,6,q0,{qr})

donde § esta definida por:
o 5((]07 )‘) = {QO17q02}1
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L(r) es un lenguaje regular (r =y +13) |

Construyamos el autémata para la Figura 3

M = (Q1UQ2U{qo,qr}, X1UX2,6,q0,{qr})

donde § esta definida por:
o 5((]07 )‘) = {QO17q02}1
@ i(q,a) = d1(q,a) para g € Q1 —{qp } y a € 1 U{A},
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L(r) es un lenguaje regular (r =y +13) |

Construyamos el autémata para la Figura 3

M = (Q1UQ2U{qo,qr}, X1UX2,6,q0,{qr})

donde § esta definida por:
Q (g0, A) = {q0,: 90, },
@ 0(q,a) = d1(q,a) para g € Q1 — {qp, } y a € B1 U{A},
© 0(q,a) = d2(q,a) para g € Q2 — {qp,} y a € B2 U {A},
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L(r) es un lenguaje regular (r =y +13) |

Construyamos el autémata para la Figura 3

M = (Q1UQ2U{qo,qr}, X1UX2,6,q0,{qr})

donde § esta definida por:

Q (g0, ) = {q0,, 90, },

@ 0(q,a) = d1(q,a) para g € Q1 — {qp, } y a € B1 U{A},
© 0(q,a) = d2(q,a) para g € Q2 — {qp,} y a € B2 U {A},
o 6(Qf1v A) = 5(Qf27)‘) = {Qf}-
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L(r) es un lenguaje regular (r =y +15) Il

Asi, por hipétesis de induccién, si @ € L(r1) entonces x € L(M), es decir,
07(qo,,x) = {qys, }; de tal manera que
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L(r) es un lenguaje regular (r =y +15) Il

Asi, por hipétesis de induccién, si @ € L(r1) entonces x € L(M), es decir,
07(qo,,x) = {qys, }; de tal manera que

0*(qo, ) = 6*(qo, Az )
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L(r) es un lenguaje regular (r =y +15) Il

Asi, por hipétesis de induccién, si @ € L(r1) entonces x € L(M), es decir,
07(qo,,x) = {qys, }; de tal manera que
8 (g0, z) = 6*(qo, Az\)
= 5(5° (5(an, A), ), V)

lle Martinez (FCC-BUAP)



L(r) es un lenguaje regular (r =y +15) Il

Asi, por hipétesis de induccién, si @ € L(r1) entonces x € L(M), es decir,
07(qo,,x) = {qys, }; de tal manera que

6*(qo0, x) = 6"(qo, Az )
= (6" (0(q0, A), ), A)

5(5*({6101 ) q02}a x)a )‘)

(1=
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L(r) es un lenguaje regular (r =y +15) Il

Asi, por hipétesis de induccién, si @ € L(r1) entonces x € L(M), es decir,
07(qo,,x) = {qys, }; de tal manera que

6*(qo0, x) = 6"(qo, Az )
= (6" (0(q0, A), ), A)

= 6(*({qoy» Gos }, ), A)
5(5*(QO1 ) IE), )‘) U 5(5*(QO27‘T)’ )‘)




L(r) es un lenguaje regular (r =y +15) Il

Asi, por hipétesis de induccién, si @ € L(r1) entonces x € L(M), es decir,
07(qo,,x) = {qys, }; de tal manera que

0*(qo, ) = 6*(qo, Az )

(1=

5*({6101 ) q02}a x)a )‘)
5*(C]01,$), )‘) U 5(5*(QO27‘T)’ )‘)

wa)‘) U (5(5*((]02,1‘), )‘)

[l I
(«%)
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L(r) es un lenguaje regular (r =y +15) Il

Asi, por hipétesis de induccién, si @ € L(r1) entonces x € L(M), es decir,
07(qo,,x) = {qys, }; de tal manera que

" (qo0, x) =

6" (qo, Az \)
0*(6(qo, ), ), \)
o*

o
(6" ({q0,, 202}, ), A)

( (q017 ) )U5(5*(QQ2,$),)\)
&

qfis ) U 5(5*((]027 )7 )‘)
= {4} UB(0" (g0s, ). N).

||H

IIL\D
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L(r) es un lenguaje regular (r =y +15) Il

Asi, por hipétesis de induccién, si @ € L(r1) entonces x € L(M), es decir,
07(qo,,x) = {qys, }; de tal manera que

" (qo0, x) =

6" (qo, Az \)
0*(6(qo, ), ), \)
o*

o
(6" ({q0,, 202}, ), A)

( (q017 ) )U5(5*(QQ2,$),)\)
&

qfis ) U 5(5*((]027 )7 )‘)
= {4} UB(0" (g0s, ). N).

||H

IIL\D

por lo tanto x € L(M).
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L(r) es un lenguaje regular (r =, +13) Il

De manera semejante, por hipétesis de induccién, si x € L(r3) entonces
x € L(M>), es decir, §5(qo,,x) = {qy,}; de tal manera que
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L(r) es un lenguaje regular (r =, +13) Il

De manera semejante, por hipétesis de induccién, si x € L(r3) entonces
x € L(M>), es decir, §5(qo,,x) = {qy,}; de tal manera que

0*(qo,x) = 6*(qo, Az )
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L(r) es un lenguaje regular (r =, +13) Il

De manera semejante, por hipétesis de induccién, si x € L(r3) entonces
x € L(M>), es decir, §5(qo,,x) = {qy,}; de tal manera que
0*(qo,x) = 6*(qo, Az )
= (6"(0(q0, A), ), A)
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L(r) es un lenguaje regular (r =, +13) Il

De manera semejante, por hipétesis de induccién, si x € L(r3) entonces
x € L(M>), es decir, §5(qo,,x) = {qy,}; de tal manera que

6*(qo0, *) = 6" (g0, Az A)
= 0(0%(6(q0, A), ), A)

é 5((5*({%1,%2}795)’ /\)
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L(r) es un lenguaje regular (r =, +13) Il

De manera semejante, por hipétesis de induccién, si x € L(r3) entonces
x € L(M>), es decir, §5(qo,,x) = {qy,}; de tal manera que
0*(qo,x) = 6*(qo, Az )
= 5(5*(5(%, )‘)7 J}), )‘)
= 5(0* (a0, 05}, ), N)
= (5((5*((]01 ) x)a )‘) U 5(5*@02795)’ )‘)
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L(r) es un lenguaje regular (r =, +13) Il

De manera semejante, por hipétesis de induccién, si x € L(r3) entonces
x € L(M>), es decir, §5(qo,,x) = {qy,}; de tal manera que

6*(qo, x) = 67 (qo, AzA)

6(0"(d(qo, A), ), A)

6(0" ({0,905}, ), A)

(6% (qo,, ), A) U (6™ (qoy, ), A)
6(0"(qo,, ), A) Ud(gy,, A)

=

[[eo




L(r) es un lenguaje regular (r =, +13) Il

De manera semejante, por hipétesis de induccién, si x € L(r3) entonces
x € L(M>), es decir, §5(qo,,x) = {qy,}; de tal manera que

6*(qo0, *) = 6" (g0, Az A)
(qo, A), ), A)

=6(6%(0

6(6" ({40, 902} ), A)

= 6(8"(q01,2), ) U (67 (g, ), A)
6(0™(

3(8"(

=

[[eo

5 404 » IL’) U 5(Qf27 )‘)

A)
A U{grt-

[

8" (qo, ),
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L(r) es un lenguaje regular (r =, +13) Il

De manera semejante, por hipétesis de induccién, si x € L(r3) entonces
x € L(M>), es decir, §5(qo,,x) = {qy,}; de tal manera que

6*(qo0, *) = 6" (g0, Az A)
(qo, A), ), A)

=6(6%(0

6(6" ({40, 902} ), A)

= 6(8"(q01,2), ) U (67 (g, ), A)
6(0™(

3(8"(

=

[[eo

5 404 » IL’) U 5(Qf27 )‘)

A)
A U{grt-

[

8" (qo, ),

por lo tanto x € L(M).
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L(r) es un lenguaje regular (r =, +13) Il

De manera semejante, por hipétesis de induccién, si x € L(r3) entonces
x € L(M>), es decir, §5(qo,,x) = {qy,}; de tal manera que
6*(qo, ) = 6*(qo, Az A)
=0 ( (QO> )7 )7)‘)

(6

(6" ({9015 90, }, @), A)

= 6(6*(qoy, ), \) US(6*(qoy, ), A)
(6*(

(6*(

=

5 404 » IL’) U 5(Qf27 )‘)
U{ar}-

por lo tanto x € L(M). Asi, L(M) = {z|x € L(M;) o x € L(Ms)},

)
)

8" (qo, ),
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L(r) es un lenguaje regular (r =, +13) Il

De manera semejante, por hipétesis de induccién, si x € L(r3) entonces
x € L(M>), es decir, §5(qo,,x) = {qy,}; de tal manera que

= 6"(qo, Az )
= 0(0"(0(qo, A), ), A)

9,
(67 (

(6"({g0:> 90, }, ), A)
(6%(g0,, @), A) U6(6"(qo,, @), A)
(67(

(67(

6" (QO> ) 6"

5

5

5

5(0%(qo, @), A) Ud(gp,, N)
0 )

=

[[eo

[

AU {Qf}.

por lo tanto x € L(M). Asi, L(M) = {z|z € L(M;) o x € L(Mz)}, por
lo tanto L(M) = L(M;) U L(Ma).

5* QON'T)a
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L(r) es un lenguaje regular (r = ry73) |

Construyamos el autémata para la Figura 4

M= (Q1UQ2U{qo,qr}, X1U32,6,q0,{qr})

donde 0 esta definida por:
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L(r) es un lenguaje regular (r = ry73) |

Construyamos el autémata para la Figura 4

M= (Q1UQ2U{qo,qr}, X1U32,6,q0,{qr})

donde 0 esta definida por:
@ (g0, ) = {0, },
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L(r) es un lenguaje regular (r = ry73) |

Construyamos el autémata para la Figura 4

M= (Q1UQ2U{qo,qr}, X1U32,6,q0,{qr})

donde 0 esta definida por:
@ (g0, ) = {0, },
Q@ i(q,a) = 01(g,a) para ¢ € Q1 — {qp } y a € Z1 U{A},
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L(r) es un lenguaje regular (r = ry73) |

Construyamos el autémata para la Figura 4

M= (Q1UQ2U{qo,qr}, X1U32,6,q0,{qr})

donde 0 esta definida por:
Q (g0, A) = {qo0, },
Q i(q,a) =6i(q,a) parage Q1 —{qp,} ya € Z1U{A},
© 3(¢s1,A) = {q0.},
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L(r) es un lenguaje regular (r = ry73) |

Construyamos el autémata para la Figura 4

M= (Q1UQ2U{qo,qr}, X1U32,6,q0,{qr})

donde 0 esta definida por:
Q (g0, A) = {q0, },
Q i(q,a) =6i(q,a) parage Q1 —{qp,} ya € Z1U{A},
Q i(qs,A) = {q0.},
Q 0(g,a) = d2(q,a) para g € Q2 — {qp,} y a € B2 U {A},
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L(r) es un lenguaje regular (r = ry73) |

Construyamos el autémata para la Figura 4

= (Q1UQ2U{q0,qr},%1U%2,8,9,{qr})

donde 0 esta definida por:
d(q0,A) = {qo, },

0(q,a) =d1(q,a) para g€ Q1 — {qp } y a € 1 U{A},

5(ap,A) = {q0,},

d(q,a) = d2(g,a) para ¢ € Q2 — {gp} y a € X2 U {A},

6(ap,A) = A{ar}-




L(r) es un lenguaje regular (r = ry73) Il

Sean x € L(r1) y y € L(r2), por hipétesis de induccién aplicada dos veces,
tenemos que v € L(My) y y € L(M>). Asi, 67(qo,, ) = {qpn}ty
95(qos,y) = {qy,}, por lo tanto tenemos:
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L(r) es un lenguaje regular (r = ry73) Il

Sean x € L(r1) y y € L(r2), por hipétesis de induccién aplicada dos veces,
tenemos que v € L(My) y y € L(M>). Asi, 67(qo,, ) = {qpn}ty
95(qos,y) = {qy,}, por lo tanto tenemos:

6" (qo, zy) = 0" (qo, AzAyN)

lle Martinez (FCC-BUAP)



L(r) es un lenguaje regular (r = ry73) Il

Sean x € L(r1) y y € L(r2), por hipétesis de induccién aplicada dos veces,
tenemos que v € L(My) y y € L(M>). Asi, 67(qo,, ) = {qpn}ty
95(qos,y) = {qy,}, por lo tanto tenemos:

5*(q0, zy) = 0*(qo, AxAyN)
= 5(5* (5(5* (5(QO7 A)? .’I}), )‘)7 y)7 )‘>
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L(r) es un lenguaje regular (r = ry73) Il

Sean x € L(r1) y y € L(r2), por hipétesis de induccién aplicada dos veces,
tenemos que v € L(My) y y € L(M>). Asi, 67(qo,, ) = {qpn}ty
95(qos,y) = {qy,}, por lo tanto tenemos:

5*(q0, zy) = 0*(qo, AxAyN)
= 5(5* (5(5* (5(QO7 A)? .’I}), )‘)7 y)7 )‘>

= 5(6*(8(5* (qoy, ), A), ), A)




L(r) es un lenguaje regular (r = ry73) Il

Sean x € L(r1) y y € L(r2), por hipétesis de induccién aplicada dos veces,
tenemos que v € L(My) y y € L(M>). Asi, 67(qo,, ) = {qpn}ty
95(qos,y) = {qy,}, por lo tanto tenemos:

5% (qo, 2y) = (g0, \xAyA)
65*(5(5 ( (QO7 )7 )7)‘)73/)7)‘)
= 5(5"(8(6% (qo, ), A), ), A)
2 5(6%(8(az, ), y), A)
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L(r) es un lenguaje regular (r = ry73) Il

Sean x € L(r1) y y € L(r2), por hipétesis de induccién aplicada dos veces,
tenemos que v € L(My) y y € L(M>). Asi, 67(qo,, ) = {qpn}ty
95(qos,y) = {qy,}, por lo tanto tenemos:

6% (g0, zy) = 6" (qo, AzAYA)
= 5(8*(8(8"(8(go, A), ), A), ), A)
L 58" (8(5 (o, x), A), y), A)
2 5(5*(8(q5,, \) ), )
2 5(6%(q0s5y), A)
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L(r) es un lenguaje regular (r = ry73) Il

Sean z € L(r1) y y € L(r2), por hipétesis de induccién aplicada dos veces,
tenemos que v € L(My) y y € L(M>). Asi, 67(qo,, ) = {qpn}ty

95(qos,y) = {qy,}, por lo tanto tenemos:

4o, ATAYA)

= 0(0%(6(6%(8(q0, A), ), A), ), A)
5(67(0(6"(q0,, ), A), ), A)
0(07(0(qp, 2),9): A)
0(0"(q02,), A)
5(qpy, A)

6" (qo, zy) = 0" (
1)

ool |I=

[l
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L(r) es un lenguaje regular (r = ry73) Il

Sean x € L(r1) y y € L(r2), por hipétesis de induccién aplicada dos veces,
tenemos que v € L(My) y y € L(M>). Asi, 67(qo,, ) = {qpn}ty
95(qos,y) = {qy,}, por lo tanto tenemos:

5*0m,xy) 5" (q

(g0, Az AYA)
5*

6(6%((go, A), ), A),y), A)
(0" (go,,2), M) y), A)
0(af5A);9), A)

055 Y)s A)

(=2
*

—~ o~ —~ —~ O
<%

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP)




L(r) es un lenguaje regular (r = ry73) Il

Sean x € L(r1) y y € L(r2), por hipétesis de induccién aplicada dos veces,
tenemos que v € L(My) y y € L(M>). Asi, 67(qo,, ) = {qpn}ty
95(qos,y) = {qy,}, por lo tanto tenemos:

5*0m,xy) 5" (q

(g0, Az AYA)
5*

6(6%((go, A), ), A),y), A)
(0" (go,,2), M) y), A)
0(af5A);9), A)

055 Y)s A)

(=2
*

—~ o~ —~ —~ O
<%

De tal forma que L(M) = {zy|lz € L(M1) y y € L(M>)},
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L(r) es un lenguaje regular (r = ry73) Il

Sean x € L(r1) y y € L(r2), por hipétesis de induccién aplicada dos veces,
tenemos que v € L(My) y y € L(M>). Asi, 67(qo,, ) = {qpn}ty
95(qos,y) = {qy,}, por lo tanto tenemos:

5*0m,xy) 5" (q

(g0, Az AYA)
5*

6(6%((go, A), ), A),y), A)
(0" (go,,2), M) y), A)
0(af5A);9), A)

055 Y)s A)

(=2
*

—~ o~ —~ —~ O
<%

De tal forma que L(M) = {zy|lz € L(M1) y y € L(M>)}, por lo tanto
L(M) = L(My)L(Ms).
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L(r) es un lenguaje regular (r =r7) |

Construyamos el autémata para la Figura 5

M = (Ql U {qO,Qf},Eh(Sa QOa{Qf})a

donde § estd dada por
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L(r) es un lenguaje regular (r =r7) |

Construyamos el autémata para la Figura 5

M = (Ql U {qO,Qf},Eh(Sa QOa{Qf})a

donde § estd dada por
(1] 5((]07 )\) = {QOUQf}v
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L(r) es un lenguaje regular (r =r7) |

Construyamos el autémata para la Figura 5

M = (Ql U {qO,Qf},Eh(Sa QOa{Qf})a

donde § estd dada por

(1] 5((]07)\) = {QOUQf}v
@ d(q,a) =d1(g,a), para todo g € Q1 — {gp, } y a € ¥1 U {A}.
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L(r) es un lenguaje regular (r =r7) |

Construyamos el autémata para la Figura 5

M = (Ql U {qO,Qf},Eh(Sa QOa{Qf})a

donde § estd dada por
© (g0, ) = {qo,, a7}
@ d(q,a) = 01(g,a), para todo g € Q1 — {qp, } y a € X1 U{A}.
o 5(‘.7f17)‘) = {Qf}v
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L(r) es un lenguaje regular (r =r7) |

Construyamos el autémata para la Figura 5

M = (Ql U {qO,Qf},Eh(Sa QOa{Qf})a

donde § estd dada por

© (g0, ) = {qo,, a7}

Q 0(q,a) =61(q,a), paratodo ¢ € Q1 — {gp } ya € ¥1 U {A}.
o 5(C]f1,)\) = {Qf}v

Q 4(qs,A) = {ao},

rtinez (FCC-BUAP)



L(r) es un lenguaje regular (r = r7) Il

Recuerde que

L =Jr,

>0
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L(r) es un lenguaje regular (r = r7) Il

Recuerde que

L =Jr,

i>0
donde

L= (A},
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L(r) es un lenguaje regular (r = r7) Il

Recuerde que

L =Jr,

>0
donde
L% = {)},
" =L"L.n>0.
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L(r) es un lenguaje regular (r = r7) Il

Recuerde que

L =Jr,

i>0
donde
L% = {A},
Lt = L"L,n > 0.
Por ejemplo,
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L(r) es un lenguaje regular (r = r7) Il

Recuerde que

L= UL

i>0
donde
L’ = {A}7
L' =L n>0.
Por ejemplo,

e L? es el lenguaje que se obtiene al concatenar dos palabras de L,

FCC-BUAP) g es Regulares y Lenguajes Regulares



L(r) es un lenguaje regular (r = r7) Il

Recuerde que

L= UL

i>0
donde
L’ = {A}7
L' =L n>0.
Por ejemplo,

e L? es el lenguaje que se obtiene al concatenar dos palabras de L,

e L3 es el lenguaje que se obtiene al concatenar tres palabras de Ly, en
general,
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L(r) es un lenguaje regular (r = r7) Il

Recuerde que

L= UL

i>0
donde
L’ = {A}7
L' =L n>0.
Por ejemplo,

e L? es el lenguaje que se obtiene al concatenar dos palabras de L,

e L3 es el lenguaje que se obtiene al concatenar tres palabras de Ly, en
general,

@ L" es el lenguaje que se obtiene al concatenar n palabras de L.
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L(r) es un lenguaje regular (r = r7) Il

Recuerde que

L =Jr,

i>0
donde
L’ = {A}7
L' =L n>0.
Por ejemplo,

e L? es el lenguaje que se obtiene al concatenar dos palabras de L,

e L3 es el lenguaje que se obtiene al concatenar tres palabras de Ly, en
general,

@ L" es el lenguaje que se obtiene al concatenar n palabras de L.

@ Por lo tanto, L* es el lenguaje cuyas palabras son la concatenacién de
cualquier cantidad de palabras de L.
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r) es un lenguaje regular (r = 1) I

Demostraremos por induccién sobre n que M acepta cualquier x € L(M1)*.
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L(r) es un lenguaje regular (r = r7) Il

Demostraremos por induccién sobre n que M acepta cualquier x € L(M1)*.

Caso base: Sea = € L(M;)° tenemos que §(qo, \) =S {qo,, 4y}, por lo tanto M
acepta .

valle Martinez (FCC-BUAP) C ntre Expresiones Regulares y Lenguajes Regulares



r) es un lenguaje regular (r = 1) I

Demostraremos por induccién sobre n que M acepta cualquier x € L(M1)*.

Hipétesis de induccién: M acepta cualquier z € L(M7)".
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L(r) es un lenguaje regular (r = r7) Il

Demostraremos por induccién sobre n que M acepta cualquier x € L(M1)*

Caso inductivo: Sean z € L(M1)" y w = zy, para cualquier y € L(M).

3" (g0, w) = 0" (qo, TAYA)
(6*( (QO,$)7)\),y)7>\)
*( (qf7 )y)v)‘)

1
et 6(6"({q0, 901545}, )5 N)

(FCC-BUAP)
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L(r) es un lenguaje regular (r = r7) Il

Demostraremos por induccién sobre n que M acepta cualquier x € L(M1)*.

Caso inductivo: Sean z € L(M1)" y w = zy, para cualquier y € L(M).

3" (qo, ):5*(%790)\?1)\)
( ( (QO,$)7)\),y)7>\)
e 6(6 (5(%’7)\)73/),)\)

él ( *({Qqumaq.f}vy)?/\)

5(6 (q01’y) )‘)
JCTPY)

|,

[l

3
=4qry-

Asi, M acepta cualquier w € L(M;)" ™, paran > 0.

Con esto finalmente hemos demostrado que L(M) = L(Mi)*. |




Ejemplo 1 |

Encuentre un nfa que acepte L(r) donde

r = (a+bb)*(ba™ + \).
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Ejemplo 1 |

Encuentre un nfa que acepte L(r) donde

r = (a+bb)*(ba™ + \).

@ Los autématas para (a + bb)* y (ba* 4+ A), construidos directamente a
partir de los primeros principios, se muestran en la Figura 6.

[GEE:D) re es Regulares y Lenguajes Regulares



Ejemplo 1 |

Encuentre un nfa que acepte L(r) donde

r = (a+bb)*(ba™ + \).

@ Al juntarlos usando la construccién del Teorema 1, obtenemos la
solucién en la Figura 7.

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) C entre Expresiones Regulares y Lenguajes Regulares
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@

Figura 6: (a) My acepta L(a + bb). (b) acepta L(ba* + \).

Figura 7: El autémata acepta L((a + bb)*(ba* + \)).

g
<
=
o
O
4
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De dfa a regexp |

Teorema 2

Si L es aceptado por un dfa, entonces L es denotado por una expresién
regular.
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De dfa a regexp |

Teorema 2

Si L es aceptado por un dfa, entonces L es denotado por una expresién
regular.

Demostracion:

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP)
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De dfa a regexp |

Teorema 2

Si L es aceptado por un dfa, entonces L es denotado por una expresién
regular.

Demostracion:

@ Sea L el conjunto aceptado por el dfa

M = ({qla' .. 7qn}72757q17F)'

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Conexidn entre Expresiones Regulares y Lenguajes Regulares



De dfa a regexp |

Teorema 2

Si L es aceptado por un dfa, entonces L es denotado por una expresién
regular.

Demostracion:

@ Sea L el conjunto aceptado por el dfa

M = ({qla' .. 7qn}72757q17F)'

@ Sea Rfj que denota el conjunto de todas las cadenas x tales que
0*(gi,x) = q; y si 0*(¢i,y) = q (para cualquier y que es prefijo
propio de x, es decir, distinto de x y A) entonces [ < k.

z (FCC-BUAP)




De dfa a regexp Il

@ Esto es, Rfj es el conjunto de todas las cadenas que llevan al dfa del
estado ¢; al estado g; sin pasar por alglin estado cuyo niimero es
mayor que k.

ntre Expresiones Regulares y Lenguajes Regulares



De dfa a regexp Il

@ Note que “pasar por un estado” significa tanto entrar como salir del
estado. Asi, ¢ y j pueden ser mayores que k.

ntre Expresiones Regulares y Lenguajes Regulares



De dfa a regexp Il

@ Ya que no existe un solo estado cuyo nimero sea mayor que n, R}
denota todas las cadenas que llevan al dfa de ¢; a g;.

ntre Expresiones Regulares y Lenguajes Regulares



De dfa a regexp Il

@ Podemos definir Rfj recursivamente mediante:
k k—1/ pk—1 k—1 k—1

RO {{a|5(q,~,a) =q;} si i # J,
Y7\ {ald(gia) = ;Y U{N} sii=].

lle Martinez (FCC-BUAP)



De dfa a regexp Il

@ Informalmente, la definicién de Rfj significa que las entradas que

ocasionan que M vaya de g; a g; sin pasar por un estado mayor que
qi estan

ntre Expresiones Regulares y Lenguajes Regulares



De dfa a regexp Il

@ Informalmente, la definicién de Rfj significa que las entradas que

ocasionan que M vaya de g; a g; sin pasar por un estado mayor que
qi estan

Q en Rfj_l (es decir, nunca pasan por un estado tan grande como g¢y); o
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De dfa a regexp Il

@ Informalmente, la definicién de Rfj significa que las entradas que
ocasionan que M vaya de g; a g; sin pasar por un estado mayor que
qi estan

Q en Rfj_l (es decir, nunca pasan por un estado tan grande como g¢y); o

@ compuestas de una cadena en Rfk_l (que lleva a M a g por primera
vez) seguida por cero o mas cadenas en Rzgl (que lleva a M de g de
regreso a g Sin pasar por el estado g o algtin otro con numeracién
mayor) seguido por una cadena en R,ﬁ;l (que lleva a M de g a g; ).

ntre Expresiones Regulares y Lenguajes Regulares



De dfa a regexp Il

@ Debemos demostrar que para cada ¢, j y k, existe una expresion
regular rfj que denota al lenguaje Rfj

ntre Expresiones Regulares y Lenguajes Regulares



De dfa a regexp Il

@ Procedemos por induccién sobre k.

Martinez (FCC-BUAP) C X Regulares y Lenguajes Regulares



De dfa a regexp IV

Base k=0 o R?j es un conjunto finito de cadenas las cuales son A o
un dnico simbolo.

Martinez (FCC-BUAP) C X Regulares y Lenguajes Regulares



De dfa a regexp IV

Base k=0 o R?j es un conjunto finito de cadenas las cuales son A o
un dnico simbolo.
o Asi r?j se puede escribir como a1 +az + -+ ap (o
ai+ag+---+ap+ Asii=j), donde {a,az,...,a,}
es el conjunto de simbolos a tales que 6(¢;, a) = g;.

ntre Expresiones Regulares y Lenguajes Regulares



De dfa a regexp IV

Base k=0 o R?j es un conjunto finito de cadenas las cuales son A o
un dnico simbolo.
o Asi r?j se puede escribir como a1 +az + -+ ap (o
ai+ag+---+ap+ Asii=j), donde {a,az,...,a,}
es el conjunto de simbolos a tales que 6(¢;, a) = g;.
@ Si no hay tales as, entonces () (o A si i = j) sirven como

0
T

ntre Expresiones Regulares y Lenguajes Re



De dfa a regexp IV

Induccién @ La férmula recursiva para Rfj dada en (1) claramente
sélo involucra los operadores de expresiones regulares
unién, concatenacion y cerradura.
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De dfa a regexp IV

Induccién @ La férmula recursiva para Rfj dada en (1) claramente
sélo involucra los operadores de expresiones regulares
unién, concatenacion y cerradura.

@ Por la hipdtesis de induccién, para cada [ y m existe
una expresién regular rlkn:l tal que L(rﬁ;l) = anzl.

ntre Expresiones Regulares y Lenguajes Regulares



De dfa a regexp IV

Induccién @ La férmula recursiva para Rfj dada en (1) claramente
sélo involucra los operadores de expresiones regulares
unién, concatenacion y cerradura.

@ Por la hipétesis de induccién para cada [ y m existe
una expresic')n regular rlk tal que L(rlm ) = Rk*
@ Asi, para r . podemos escoger la expresién regular

e e M e

lo que completa la induccidn.
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De dfa a regexp V

@ Para finalizar la prueba observe que

LMy = | Ry

q; EF

ya que R{Lj denota las etiquetas de todos los caminos de ¢; a g;.
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De dfa a regexp V

@ Para finalizar la prueba observe que

L(M) = |J Ry
q; EF

ya que R{Lj denota las etiquetas de todos los caminos de ¢; a g;.

@ Asi, L(M) es denotado por la expresién regular
i T

donde F' = {¢;,,4js,, - - - 7%}-

ntre Expresiones Regulares y Lenguajes Regulares



Ejemplo 2 |

Sea M el dfa de la Figura 8, obtenga una expresion regular que denote a
L(M).
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Ejemplo 2 |

Sea M el dfa de la Figura 8, obtenga una expresion regular que denote a
L(M).

start —( q1 p @
. Y

Figura 8: Dfa para el Ejemplo 2.
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Ejemplo 2 |

Sea M el dfa de la Figura 8, obtenga una expresion regular que denote a
L(M).

start —( q1 q2 @
. Y

Figura 8: Dfa para el Ejemplo 2.

De acuerdo a la figura tenemos que F' = {g2,q3} y el nimero de estados
es n = 3. Por lo tanto la expresién regular que denota a L(M) es

3 3
T T T3-
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Ejemplo 2 Il

13y = ri3(r3s) T3y + rias

115 = r1a(r3y) s + s,

iy =iy (r]))*rl + iy
— AN 040
=040=0

Tao = 191 (1)) 10 + 75y
— 0(A)"0 + A
=00+ A.

roy = 191 (1))l + 793
—0(A\)"1 +1
=01+1.

rig =19 (r01)*rls + iy
=AA)1+4+1

=14+1=1.

FCC-BUAP)



Ejemplo 2 1l

@ Una vez hecho estos célculos ya podemos resolver r25.

2 111 1
713 = 112(r92) 23 + 713

= 0000+ A)* (01 +1) + 1
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Ejemplo 2 1l

@ Una vez hecho estos célculos ya podemos resolver r25.

iy = ria(rye)*ras + s
— 0(00 + \)" (01 + 1) +1

@ Note que (00 4+ A\)* es equivalente a (00)* y que (01 + 1) es
equivalente a (0 + A)1, asi tenemos

35 = 0(00)*(0 + A\)1 + 1.
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Ejemplo 2 1l

@ Una vez hecho estos célculos ya podemos resolver r25.

iy = ria(rye)*ras + s
— 0(00 + \)" (01 + 1) +1

@ Note que (00 4+ A\)* es equivalente a (00)* y que (01 + 1) es
equivalente a (0 + A)1, asi tenemos

35 = 0(00)*(0 + A\)1 + 1.

@ Ahora observe que (00)*(0 4+ \) es equivalente a 0*.
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Ejemplo 2 1l

@ Una vez hecho estos célculos ya podemos resolver r25.

iy = ria(rye)*ras + s
— 0(00 + \)" (01 + 1) +1

@ Note que (00 4+ A\)* es equivalente a (00)* y que (01 + 1) es
equivalente a (0 + A)1, asi tenemos

35 = 0(00)*(0 + A\)1 + 1.

@ Ahora observe que (00)*(0 4+ \) es equivalente a 0*.

@ Asi que 0(00)*(0 + A)1 + 1 es equivalente a 00*1 4 1 y ésta es
equivalente a 0*1.
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Ejemplo 2 1l

@ Una vez hecho estos célculos ya podemos resolver r25.

iy = ria(rye)*ras + s
— 0(00 + \)" (01 + 1) +1

Note que (00 + X\)* es equivalente a (00)* y que (01 + 1) es
equivalente a (0 + A)1, asi tenemos

35 = 0(00)*(0 + A\)1 + 1.

Ahora observe que (00)*(0 + \) es equivalente a 0*.

Asi que 0(00)*(0 + X\)1 + 1 es equivalente a 00*1 4 1 y ésta es
equivalente a 0*1.

Si bien el procedimiento es bastante claro, también es cierto que es
bastante largo hacer todos los calculos necesarios.
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Ejercicios

© Use la construccion del Teorema 1 para encontrar un nfa para cada
uno de los siguientes lenguajes.
® L(a*a+ ab).
@ L((aab)*ab).
© L(ab*aa + bba*ab).

@ Encuentre una expresién regular que denote al siguiente lenguaje
sobre {a, b}:

L = {w: ng(w) y ny(w) ambos son impares}.
© Encuentre un dfa que acepte el siguiente lenguaje.
L(aa™ + aba™b").

@ Haga los calculos que faltaron en el Ejemplo 2.

s Regulares y Lenguajes Regulares
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